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Abstract 

Recently, B.Y. Chen (Chen, 2011, 2012 (1)) studied some geometric properties of h-homogeneous production functions 
with applications in microeconomics. The class of production functions includes many important production functions 
in microeconomics; in particular, the well-known generalized Cobb-Douglas production function, widely used in 
economics to represent the relationship of an output to inputs, and the ACMS production function, also known as the 
Armington aggregator are production functions. 
In (Mihai and  Sandu, 2012), the authors continued the study of geometry of h-homogeneous production functions by 
considering the minimality property of the production hypersurface and also the minimality of a production surface 
corresponding to a quasi-sum production function of 2-variables.
In (Chen, 2012 (2)), B. Y. Chen classified h-homogeneous production functions with constant elasticity of substitution.
In this paper we make a survey of recent results on production functions obtained by B.Y. Chen, especially from (Chen, 
2011), and also recall the results obtained by the first author in (Mihai and Sandu, 2012).
In this note, we consider examples of known production functions and verify by concrete calculations some of the 
previous results. We study production surfaces by considering their constant Gauss curvature. Also, we calculate the 
mean curvature for some particular production function of two-factors.
	
Keywords: h-homogeneous production function, perfect substitute, production hypersurface, quasi-sum production 
function.

INTRODUCTION 
	
0��	 ���������	 ��������	 ��	 ���	 ��	 ���	 >��	
��������	��	���	��������	������	4	production 
function	 ��	 �	 ���)��������	 ��������	 ���������	
����������	���	������	��	�	����	��	�������	�	
����	 �����	 �������	 ��	 ���	 ������������	 ��	
�������	
	
0���	��	�	���	��������	�����	��	���������	
���������	 ����	 ��	 �����	 �����9��	 ��	 ����	
�������������	 ���	 �������������B	
�������	 h-homogeneous production 
functions.  
4	��������	�	��	�	��������	��������	x1, x2, ..., 
xn	 ��	 �	 h-homogenous function	 ;�	
homogenous of degree h<	��		
;$�$< f(tx1, tx2, ..., txn) = thf(x1, x2, ..., xn),

��	 ���	 �����	 ��������	 ��������	 t	 ���	 ����	
��������	h�	:���	h	��	���	degree	��	f�	
4	 h-homogenous production function	 	 ��	 �	
���������	 ��������	����������	��	�����	h	
;�	 h)����������	 ���������	 ��������<�	 0���	

�����	 ��	 ���������	 ���������	 ��������	 ����	
��������	 ���������	 ���������	 ��		
��������������	 ����	 ��	 ���	 ,���)-������	
���������	 ��������	 	 ���	 ���	 �������9��	
,���)-������	 ���������	 ���������	 ���	
4,.�	 ���������	 ��������	 ���	 ���	
�������9��	 4,.�	 ���������	 ���������	 @�	
�������	 �����	 ���	 ���������	 ���������	 ���	
����	 �������	 ������	 ���	 ;,���	 ���	-�������	
$="'<�	 ;-�������	 $=/*<�	 ;@�����	 ���	 4�����	
"##(<�	;.�����	"#$#<�	
	
���	 �������	 ��	 Q = f(x1, x2, ..., xn<	 �	 h)
����������	 ���������	 ���������	 !�	 h > 1�	
���	 ��������	 �?������	 ���������	 ����	 ��	
�����B	��	h < 1�	��	�?������	���������	����	��	
�����B	 ��	h = 1�	 ��	 �?������	 ��������	 ����	 ��	
������	4	����������	 ��������	��	�����	1	 ��	
�����	������	linearly homogenous�		
	
,���	���	-������	;,���	���	-�������	$="'<	
�������	 �	 2)�����	 ���������	 ��������	 ;,-	
production function<	��	���	���	
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;$�"<		Y = bLkC1-k,	
:���	 L	 ��������	 ���	 ����	 ������	C	 ��	 ���	
�������	������	b	���	�����	�����	�����	���	Y	���	
�����	 ����������	 -������	 :��	 ���>���	 ��	 �	
��������	 	:����	 ���������	 ���	 �����������	 ��	
��	������	��	������	��	���	:�>��	���	��������		
	
4	 generalized CD production function	 ��	 ��	
���	���	
;$�%<	 	

�	
:���	b	�	��������	��������	���	n��	 �	���)
9��	 ����������	 0��	 ��������	 Q	 ��	
����������	��	�����	 �	
	
4�:�	,������	.�����	 ���	����:	 ;4�:�	
,������	 .�����	 ���	 ����:�	 $=*$<	 �������	
������	 2)�����	 ���������	 ��������	 ������	
���	ACMS – production function�	

;$�+<	 	
:���	 Q'	 ��	 ���	 �������	 F	 ��	 ���	 �����	
������������	a	��	���	����	��������	K, L	��	

���	 �����	 ���������	 �������	 r s
s

� �$ 	���	

s
r

�
�
$
$

	��	���	����������	��	�������������		

	
0���	 ��	 ����	 �	 generalization of ACMS 
production function	��	�����:�6	

;$�(<	 �		
�		

:���	ai, b, h, ρ	��	����������	b, h > 0, ρ < 1	
���	ai, ρ ≠ 0.		
@�	����	���������	��������	Q = f(x1, x2, ..., 
xn)	 ��	 ��	 ��������	 ��	 ������	 �	 ���)��������	
����������	 ��	 ��	 ���������	 (n+1)O�����	
En+1	 ����:��	 :���	 ���	 ���������	 ���������	
��������	

x y=x1y1+x2y2+...+xnyn+xn+1yn+1, 
x=( x1,x2,...,xn+1),

             y=( y1,y2,...,yn+1), x, yє En+1, 
�����	��	

L=( x1,x2,...,xn)=(x1,x2,...,xn,f( x1,x2,...,xn)). 
L	 ��	 ������	 �	production hypersurface	 ;,����	
"#$$<�	!�	n=2�	����	L	��	�	production surface�	
	
,���	 ��	 ;,����	 "#$$<	 �������	 ��������	
��������	 ��	 h)����������	 ���������	
���������	 ���	 ����	 �����������	 ���������	
�����������	L�������	��������	��	,-	���	

4,.�)���������	 �����������	 ���	 ����	
�������9������	:��	�����	 ��	 ;,����	"#$$<�	
; ����	���	 �����	"#$$<�	;L����	"#$$<�	
	
4	���������	 ��������	U	 ��	 ������	quasi-sum	
;,����	 "#$"	 ;"<�	 ;%<<	 ��	 ����	 ��	 ����������	
�����	��������	���������	hi : R+ → R, 	
���	 ����	 �?���	 ��	 �������	 I R 	 ��	 ��������	
������	 ���	 �	 ����������	 �����	 ��������	
��������	F : I → R+	����	����	��	����	 	
:�	����	h1(x1) + ..... hn(xn) I	���	

;$�*<	Q = f(x1, x2, ..., xn) =
= F(h1(x1) + ...+ hn(xn)).

0��	 C����)���	 ���������	 ���������	 ��	
������	 ��	 ���	 ������	 ��	 ����������	
����������	 ;4�9���	 $==*<�	 0��	 �������9��	
,-	���������	���������	;$�%<	���	���	4,.�	
���������	 ���������	 ;$�+<	 ��	 �?������	 ��	
C����)���	���������	����������	4	C����)���	
������	��������	��	quasi-linear	��	��	����	���	
��	F, h1,..., hn	��	;$�*<	��	�	���)�����	���������	
	
���	M	��	�	����������	��	 E�`$�	@�	������	
��������	 ��	 ���	 �������	 ��	 �����������	
������	���	;,����	$=/%<�	
������	 ���	�����:���	���������	��	M6	�	 ��	 ���	
unit normal	 ��	 .B	 g	 ��	 ���	 metric tensor�	

������	���	������������	 	:���	

(gij)	 ���	 inverse matrix	 ��	 (gij)B	 dV	 ��	 ���	
������	�������B	hij	��	���	������������	��	���	
������	 �����������	 ���	 hB	 H	 ��	 ���	 ����	
�������	 �����B	 G	 ��	 ���	 L����)E����>�	
��������		
	
!�	 ;,����	 "#$$�	 "#$"	 ;$<�	 ;"<<	 	 2�	 \�	 ,���	
�����	 ���	 >��:�	 �������	 ��	 ���	 �������	
C����������	 .��	 ���������	 ���	 �����:���	
����������	����6	
	
Proposition 1.1	 	 ;,����	 "#$$�	 "#$"	 ;$<�	 ;"<<	
@�	 ���	 ���������	 ����������	M	 ��	 	
�������	��	

;$�/<	 L x x x x f x xn n n; ����� < ; ����� � ; ����� <<$ $ $� �	
:���	 Q = f(x1, x2, ..... xn)	 �	 h)����������	

���������	 ��������	 ���	 	

:���	 �	:�	����6	

;$�'<	 �	
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;$�=<	gij = δij + fifj�	:���	 		��	

���	E����>�	�������	

;$�$#<	
�	

;$�$$<	 �	

;$�$"<	 �	

	;$�$%<	 �	

;$�$+<	 	

	

1�	 �����	 ���	 ���	 ��������	 ������������	 ��	
���	��������	C���������	���	������	
	
0��	 Gauss-Kronecker curvature	 �������	
��:	��	��	�	����������	��	�����	�����	1���	
n = 2�	 ���	 L����)E����>�	 �������	 ��	
������	 ������	 ���	Gauss curvature�	 :����	 ��	
��	��������	��������	;�������	��	���	������	
.	����<�	4	������	��	����	L����	�������	��	
�	flat surface�		
	
0��	 mean curvature vector H	 �������	 ���	
�������	�������	��	���	����������	���	���	
�������	;���������	�����<�	4	����������	��	
����	 ����	 �������	 ��	 minimal�	 ��	 ���	
�����������	 :���	 �	 �����	 ��������	 the
minimal one	���	��?����	�������	
	
2. RECENT RESULTS ON h-
HOMOGENEOUS AND QUASI-SUM 
PRODUCTION FUNCTIONS 

4	 ���������	 ��������	 ��	 �	 perfect substitute	
;,����	"#$$<	��	��	��	1)�����������	;�������	
�����������<	:����	��>��	���	���	

;"�$<	Q(x1, x2, ..., xn) = ,	
��	����	���)9��	��������	a1, ...,an�	
4	 ������	 ����������	 :���	 ������	 �������	 ���	
�����	���	���	������	����	 ���	�������	���	
������	��������	�������	��	����	�������	���	
�����	 ���	 ��	 �?������	 ��	 ���������	 ��	 ���	
�������)�����	����	�����	;���	;,����	"#$$<<�	
	
-�����	��	R+ = {t R, t > 0}	 	���	��	
(x1, x2, ..... xn) / x1, x2, ..... xn > 0}�	

	
2�	\�	,���	�����	��������	��������9�����	
��	 �	 h)�����������	 ���������	 ��������	 ��	
����	��������	����	��	�����	�	��	��	�	������	
�����������	
	
Theorem 2.1	 ;,����	 "#$";%<<	 ���		
Q f xn� ; ����� <?$ 	��	 �	 �����������	
���������	 ��������	 ��	 �����	 d � # �	 0���	
���	 ���������	 ����������	 ��	 Q ���	 ����	
L����)E����>�	 �������	 ��	 ���	 ����	 ��	
�����	

�< ���	 ���������	 ��������	 ���	 ��������	
����	��	������	�	

��< 	���	���������	��������	��	��	���6	

f x x x x
x

x
xn

n

d

; ����� < ����� �$ $
"

$ $

�
�
�
�

�
�
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�

�
�

�

�
� 	

:���	 � � u un$ $����� � 	��	 ��	 (n-1)-�����	
��������	����������	 ���	�����������	.����)
4����	�C������6	 � ���� ij � # �	
Theorem 2.2	;,����	"#$$<	4	h)�����������	
���������	 ��������	 :���	 ���	 ����	 �:�	
������	��	�	������	����������	��	���	����	��	���	
���������	����������	��	�����	
	
Theorem 2.3	 ;,����	 "#$$<	 4	 �:�)�����	 h)
�����������	���������	��������	��	�	������	
����������	��	���	����	��	���	���������	������	
��	�	�������	�������	
	
0��	�����:���	��������	:��	������	
	
Corollary 2.4	 ;,����	 "#$$<	 0��	 �������9��	
,���)-������	 ���������	 ��������	 ���	
��������	 ����	 ��	 �����	 ��	 ���	 ����	 ��	 ���	
���������	 ����������	 ���	 ����	 L����)
E����>�	��������	
	
Corollary 2.5 ;,����	 "#$$<	 0��	 �:�)�����	
,���)-������	 ���������	 ��������	 ���	
��������	 ����	 ��	 �����	 ��	 ���	 ����	 ��	 ���	
���������	������	��	�����	
	
Corollary 2.6	 ;,����	 "#$$<	 0��	 ���������	
����������	 ��	 ���	 �������9��	 ,���)
-������	 ���������	 ��������	:���	���	 ����	
�:�	������	��	��:���	���)�����	
	



����������	
�����	�����	��	����	������������	����	����������	�	���������	������������	�����������	 ��	!!�	"#$%	

���	!��&	""'()*#*+�	,-)��.	!��&	""'()*#/"�	!��&)�	""'()*#*+	

$*"	

������	������	����	����	��������	��	4,.�	
���������	���������6	
	
Corollary 2.7	 ;,����	 "#$$<	 0��	 4,.�	
���������	 ��������	 ���	 ��������	 ����	 ��	
�����	 ��	 ���	 ����	 ��	 ���	 ���������	
����������	 ���	 ����	 L����)E����>�	
��������	
	
Corollary 2.8	 ;,����	 "#$$<	 0��	 4,.�	
���������	 ��������	:���	���	 ����	2)������	
��	 �	 ������	 ����������	 ��	 ���	 ����	 ��	 ���	
������	����������	��	�����	
	
!�	 ;,����	 "#$";$<<	 2�	 \�	 ,���	 ��������	 �	
��������	���	����������	���������	��	�	C����)
���	���������	��������	��	��	C����)�����	���	
����������	 ����������	 C����)���	 ���������	
���������	 :����	 ���������	 �����������	
����	���������	L����)E����>�	��������	
			
Theorem 2.9	 ;,����	 "#$";$<<	 4	 �:���	 O
�������������	 C����)���	 ���������	 ��������	
:���	 ����	 �:�)������	 ��	 C����)�����	 ��	 ���	
����	 ��	 ���	 ���������	 ����������	 ��	 �	 ����	
������	
	
Theorem 2.10	 ;,����	 "#$";$<<	 ���	 f	 ��	 �	
�:���)������������	 C����)���	 ���������	
���������	0���	���	���������	����������	��	
f	���	���������	L����)E����>�	�������	��	
���	����	 ��	��	 ��	 ������������	 f	 ��	 ���	��	 ���	
�����:���6	

�< �	 :���	 a	 ���)
9��	 ��������	 ���	 φ2, ... φn	 ��	 �����	
��������	���������B	

�< �	
:���	 a1, a2	 ��	 ���)9��	 ���������	
���	 F, φ3, ..., φn	 ��	 �����	 ��������	
���������B	

�< ��	 �	 �������9��	 ,���)-������	
��������	 �����	��	 	��	
����	 ���)9��	 ���������	 , α1, ...,αn	
����������	 B	

�< �	:���	ai, ε	��	
���������	:���	ai ≠ 0	���	:���	ε ≠ 1,2B	

�< 	��	����	���)
9��	���������	a, bi, r�	

@�	 C����)���	 ���������	 ��������	 :���	 2)
������	���	�����:���	�������	:��	�����6	

	
Corollary 2.11	;,����	"#$";$<<	���	 f(x, y)	��	
�	 �:���)�������������	 C����)���	 ���������	
���������	0���	���	���������	������	��	�	����	
������	 ��	 ���	����	 ���	 ��	 ��	 ������������	 �	 ��	
���	��	���	�����:���6	

�< �	C����)�����	���������	��������B	
�< f	 ��	 �	,���)-������	 ���������	 ����	 f = 

axry1-r	��	����	���)9��	��������	a, r	
:���	r ≠ 1B	

�< f	 ��	 ��	 4,.�	 ��������	 �����	 ��	

�	:���	ε ≠ 1,2B	
�< f = a ln(berx + cesy),	 ��	 ����	 ���)

9��	���������	a, b, c, r, s�	
!�	 ;.����	 ���	 ������	 "#$"<	 ���	 �����:���	
��������9�����	��	h)����������	���������	
����������	 ��	 ����������	 ���	 ����������	 ��	
���	 �����������	 ���������	 �����������	
:��	���������	
	
Theorem 2.12 ;.����	���	������	"#$"<	4	h)
����������	 ���������	 ��������	 :����	 ��	 �	
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3. NULL GAUSS CURVATURE OF 
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5. THE MEAN CURVATURE OF 
KNOWN 2-FACTORS  PRODUCTION 
FUNCTIONS
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